
̤ΧΓϑϡ̤ͮ ࡩࠁ߾ࠂ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ ͘ΧϘ ̭˺ϫ˺ ϡ̤̺ͮΗ̤̺

+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ `Œȋȋ ࡱࠆ߾߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠆ

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ʿŒɻ ɫƟȋƟŒɻƟƌ ȴȣ ࡱࠅ߿ࡷࠆ 5ʞƟ `ɫǩƌŒˈ ࡱ߾߾ࡷ߽߾
ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߾ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ǊɫŒƌƟƌ ŷˈ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞǩɻ ʿƟƟȅࡱ
ࡦ �ǩƌʉƟɫȝ ȴȣ üǞʞɫɻƌŒˈ ࡱࠄ߾ࡷ߽߾ īǩȋȋ ƁȴʻƟɫ ȝŒʉƟɫǩŒȋ ʉǞɫȴʞǊǞ ʉǞǩɻ
ʿƟƟȅࡪ ŷʞʉ ȣȴʉ ȝŒʉƟɫǩŒȋ ȣƟˇʉ ʿƟƟȅ ࠅࡷ߽߾ࢍ Œȣƌ ࡱࢎ߽߾ࡷ߽߾

ࡦ üǞǩɻ üǞʞɫɻƌŒ ࡪ̍ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œ ��ß �ǩƌʉƟɫȝࢍ �ɻɻƟɻɻȝƟȣʉ
ßɫȴƁƟɻɻࡱࢎ
ࡦ ðȴȝƟȴȣƟ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ +ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ üƟŒƁǞǩȣǊ ॹ �ƟŒɫȣǩȣǊ ʿǩȋȋ ƁȴȋȋƟƁʉ
ǇƟƟƌŷŒƁȅ Ǉɫȴȝ ˈȴʞ ƌʞɫǩȣǊ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ߽߿ ȝǩȣʞʉƟɻ ȴǇ ƁȋŒɻɻࡱ

ࡦ īǩȋȋ ŷƟ ɻʞȝȝŒɫǩ˔Ɵƌ Œȣƌ ɫƟȋŒˈƟƌ ʉȴ ȝƟ Œȣȴȣˈȝȴʞɻȋ ࡪ̍ ɻȴ x ƁŒȣ
ȝŒȅƟ Œȣˈ ŒƌǽʞɻʉȝƟȣʉɻ Œȣƌ ǩȣƁȴɫɠȴɫŒʉƟ ɻʞǊǊƟɻʉǩȴȣɻ ʉȴ ǞƟȋɠ ˈȴʞ
ȋƟŒɫȣ ʉǞƟ ȝŒʉƟɫǩŒȋ ŷƟʉʉƟɫࡱ

߾



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ʿŒɻ ɫƟȋƟŒɻƟƌ ȴȣ ࡱࠅ߿ࡷࠆ 5ʞƟ `ɫǩƌŒˈ ࡱ߾߾ࡷ߽߾
ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߾ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ǊɫŒƌƟƌ ŷˈ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞǩɻ ʿƟƟȅࡱ
ࡦ �ǩƌʉƟɫȝ ȴȣ üǞʞɫɻƌŒˈ ࡱࠄ߾ࡷ߽߾ īǩȋȋ ƁȴʻƟɫ ȝŒʉƟɫǩŒȋ ʉǞɫȴʞǊǞ ʉǞǩɻ
ʿƟƟȅࡪ ŷʞʉ ȣȴʉ ȝŒʉƟɫǩŒȋ ȣƟˇʉ ʿƟƟȅ ࠅࡷ߽߾ࢍ Œȣƌ ࡱࢎ߽߾ࡷ߽߾

ࡦ üǞǩɻ üǞʞɫɻƌŒ ࡪ̍ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œ ��ß �ǩƌʉƟɫȝࢍ �ɻɻƟɻɻȝƟȣʉ
ßɫȴƁƟɻɻࡱࢎ
ࡦ ðȴȝƟȴȣƟ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ +ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ üƟŒƁǞǩȣǊ ॹ �ƟŒɫȣǩȣǊ ʿǩȋȋ ƁȴȋȋƟƁʉ
ǇƟƟƌŷŒƁȅ Ǉɫȴȝ ˈȴʞ ƌʞɫǩȣǊ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ߽߿ ȝǩȣʞʉƟɻ ȴǇ ƁȋŒɻɻࡱ

ࡦ īǩȋȋ ŷƟ ɻʞȝȝŒɫǩ˔Ɵƌ Œȣƌ ɫƟȋŒˈƟƌ ʉȴ ȝƟ Œȣȴȣˈȝȴʞɻȋ ࡪ̍ ɻȴ x ƁŒȣ
ȝŒȅƟ Œȣˈ ŒƌǽʞɻʉȝƟȣʉɻ Œȣƌ ǩȣƁȴɫɠȴɫŒʉƟ ɻʞǊǊƟɻʉǩȴȣɻ ʉȴ ǞƟȋɠ ˈȴʞ
ȋƟŒɫȣ ʉǞƟ ȝŒʉƟɫǩŒȋ ŷƟʉʉƟɫࡱ

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ üǞƟ `ɫƟɧʞƟȣʉ DȋƟȝƟȣʉɻ ßɫȴŷȋƟȝ

ࡦ cǩʻƟȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ˀ߾, . . . , ˀȠ Œȣƌ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ Ȃࡪ ǩƌƟȣʉǩǇˈ
Œȋȋ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ʉǞŒʉ ŒɠɠƟŒɫ Œʉ ȋƟŒɻʉ Ƞ/Ȃ ʉǩȝƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻʉɫƟŒȝࡱ

ࡦ 5ƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ #ȴˈƟɫ࢙�ȴȴɫƟ ȝŒǽȴɫǩʉˈ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
Œȣƌ �ǩɻɫŒ࢙cɫǩƟɻ ɻʞȝȝŒɫǩƟɻࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ +ȴʞȣʉ࢙�ǩȣ ɻȅƟʉƁǞ
ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Œȣƌ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡱ �ǩȣࢩ ʉɫǩƁȅࢪ
ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ȝƟƌǩŒȣ ʉɫǩƁȅࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞƟ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɠȴʿƟɫǇʞȋ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ Œȣƌ
ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒ ʿŒɫȝ ʞɠࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ üǞƟ `ɫƟɧʞƟȣʉ DȋƟȝƟȣʉɻ ßɫȴŷȋƟȝ

ࡦ cǩʻƟȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ˀ߾, . . . , ˀȠ Œȣƌ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ Ȃࡪ ǩƌƟȣʉǩǇˈ
Œȋȋ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ʉǞŒʉ ŒɠɠƟŒɫ Œʉ ȋƟŒɻʉ Ƞ/Ȃ ʉǩȝƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻʉɫƟŒȝࡱ

ࡦ 5ƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ #ȴˈƟɫ࢙�ȴȴɫƟ ȝŒǽȴɫǩʉˈ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
Œȣƌ �ǩɻɫŒ࢙cɫǩƟɻ ɻʞȝȝŒɫǩƟɻࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ +ȴʞȣʉ࢙�ǩȣ ɻȅƟʉƁǞ
ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Œȣƌ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡱ �ǩȣࢩ ʉɫǩƁȅࢪ
ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ȝƟƌǩŒȣ ʉɫǩƁȅࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞƟ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɠȴʿƟɫǇʞȋ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ Œȣƌ
ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒ ʿŒɫȝ ʞɠࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ üǞƟ `ɫƟɧʞƟȣʉ DȋƟȝƟȣʉɻ ßɫȴŷȋƟȝ

ࡦ cǩʻƟȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ˀ߾, . . . , ˀȠ Œȣƌ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ Ȃࡪ ǩƌƟȣʉǩǇˈ
Œȋȋ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ʉǞŒʉ ŒɠɠƟŒɫ Œʉ ȋƟŒɻʉ Ƞ/Ȃ ʉǩȝƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻʉɫƟŒȝࡱ

ࡦ 5ƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ #ȴˈƟɫ࢙�ȴȴɫƟ ȝŒǽȴɫǩʉˈ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
Œȣƌ �ǩɻɫŒ࢙cɫǩƟɻ ɻʞȝȝŒɫǩƟɻࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ +ȴʞȣʉ࢙�ǩȣ ɻȅƟʉƁǞ
ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Œȣƌ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡱ �ǩȣࢩ ʉɫǩƁȅࢪ
ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ȝƟƌǩŒȣ ʉɫǩƁȅࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞƟ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɠȴʿƟɫǇʞȋ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ Œȣƌ
ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒ ʿŒɫȝ ʞɠࡱ
߿



ͩͮͩ͞ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή ̭˺ϫ˺

ǩǊ#ࢩ 5ŒʉŒࢪ ȝƟŒȣɻ ȣȴʉ ǽʞɻʉ ȝŒȣˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ ŷʞʉ ȝŒȣˈ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ
ɠƟɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡱ xࡱƟࡪࡱ ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ üʿǩʉʉƟɫ ǞŒɻ ߾߿ࠀ ŒƁʉǩʻƟ ȝȴȣʉǞȋˈ ʞɻƟɫɻࡱ æƟƁȴɫƌɻ ʉƟȣɻࢍ ȴǇࢎ ʉǞȴʞɻŒȣƌɻ
ȴǇ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ɠƟɫ ʞɻƟɫࡩ ʿǞȴ ʉǞƟˈ Ǉȴȋȋȴʿࡪ ʿǞȴ Ǉȴȋȋȴʿɻ ʉǞƟȝࡪ
ʿǞƟȣ ʉǞƟˈ ȋŒɻʉ ʻǩɻǩʉƟƌ ʉǞƟ ɻǩʉƟࡪ ʉǩȝƟɻʉŒȝɠɻ Ǉȴɫ ɻɠƟƁǩ˨Ɓ
ǩȣʉƟɫŒƁʉǩȴȣɻࡪ Ǟȴʿ ȝŒȣˈ ʉʿƟƟʉɻ ʉǞƟˈ ǞŒʻƟ ɻƟȣʉࡪ ʉǞƟ ʉƟˇʉ ȴǇ ʉǞȴɻƟ
ʉʿƟƟʉɻࡪ ƟʉƁࡱࡱࡱ

ࡦ � ࠀ ȝǩȣʞʉƟ ĳȴʞʉʞŷƟ Ɓȋǩɠ ʿǩʉǞ Œ ɫƟɻȴȋʞʉǩȴȣ ȴǇ ߽߽ࠂ ˇ ߽߽ࠂ ɠǩˇƟȋɻ Œʉ ࠂ߾
ǇɫŒȝƟɻࡷɻƟƁȴȣƌ ʿǩʉǞ ࠀ Ɓȴȋȴɫ ƁǞŒȣȣƟȋɻ ǩɻ Œ ɫƟƁȴɫƌǩȣǊ ȴǇ ≥ ߿ ŷǩȋȋǩȴȣ
ɠǩˇƟȋ ʻŒȋʞƟɻࡱ DʻƟȣ Œ ߽߽ࠂ ˇ ߽߽ࠂ ɠǩˇƟȋ Ɓȴȋȴɫ ǩȝŒǊƟ ǞŒɻ ,߽ࠂࠄ ߽߽߽ ɠǩˇƟȋ
ʻŒȋʞƟɻࡱ

ࡦ üǞƟ ǞʞȝŒȣ ǊƟȣȴȝƟ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ࠀ ŷǩȋȋǩȴȣऍ ŷŒɻƟ ɠŒǩɫɻࡱ cƟȣƟʉǩƁ
ƌŒʉŒɻƟʉɻ ȴǇʉƟȣ ƁȴȣʉŒǩȣ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴȣ ɻ߽߽߾ ȴǇ ʉǞȴʞɻŒȣƌɻऍ
ȝʞʉŒʉǩȴȣɻ Œȣƌ ǊƟȣƟʉǩƁ ȝŒɫȅƟɫɻࡱ

ࠀ



ͩͮͩ͞ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή ̭˺ϫ˺

ǩǊ#ࢩ 5ŒʉŒࢪ ȝƟŒȣɻ ȣȴʉ ǽʞɻʉ ȝŒȣˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ ŷʞʉ ȝŒȣˈ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ
ɠƟɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡱ xࡱƟࡪࡱ ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ üʿǩʉʉƟɫ ǞŒɻ ߾߿ࠀ ŒƁʉǩʻƟ ȝȴȣʉǞȋˈ ʞɻƟɫɻࡱ æƟƁȴɫƌɻ ʉƟȣɻࢍ ȴǇࢎ ʉǞȴʞɻŒȣƌɻ
ȴǇ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ɠƟɫ ʞɻƟɫࡩ ʿǞȴ ʉǞƟˈ Ǉȴȋȋȴʿࡪ ʿǞȴ Ǉȴȋȋȴʿɻ ʉǞƟȝࡪ
ʿǞƟȣ ʉǞƟˈ ȋŒɻʉ ʻǩɻǩʉƟƌ ʉǞƟ ɻǩʉƟࡪ ʉǩȝƟɻʉŒȝɠɻ Ǉȴɫ ɻɠƟƁǩ˨Ɓ
ǩȣʉƟɫŒƁʉǩȴȣɻࡪ Ǟȴʿ ȝŒȣˈ ʉʿƟƟʉɻ ʉǞƟˈ ǞŒʻƟ ɻƟȣʉࡪ ʉǞƟ ʉƟˇʉ ȴǇ ʉǞȴɻƟ
ʉʿƟƟʉɻࡪ ƟʉƁࡱࡱࡱ

ࡦ � ࠀ ȝǩȣʞʉƟ ĳȴʞʉʞŷƟ Ɓȋǩɠ ʿǩʉǞ Œ ɫƟɻȴȋʞʉǩȴȣ ȴǇ ߽߽ࠂ ˇ ߽߽ࠂ ɠǩˇƟȋɻ Œʉ ࠂ߾
ǇɫŒȝƟɻࡷɻƟƁȴȣƌ ʿǩʉǞ ࠀ Ɓȴȋȴɫ ƁǞŒȣȣƟȋɻ ǩɻ Œ ɫƟƁȴɫƌǩȣǊ ȴǇ ≥ ߿ ŷǩȋȋǩȴȣ
ɠǩˇƟȋ ʻŒȋʞƟɻࡱ DʻƟȣ Œ ߽߽ࠂ ˇ ߽߽ࠂ ɠǩˇƟȋ Ɓȴȋȴɫ ǩȝŒǊƟ ǞŒɻ ,߽ࠂࠄ ߽߽߽ ɠǩˇƟȋ
ʻŒȋʞƟɻࡱ

ࡦ üǞƟ ǞʞȝŒȣ ǊƟȣȴȝƟ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ࠀ ŷǩȋȋǩȴȣऍ ŷŒɻƟ ɠŒǩɫɻࡱ cƟȣƟʉǩƁ
ƌŒʉŒɻƟʉɻ ȴǇʉƟȣ ƁȴȣʉŒǩȣ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴȣ ɻ߽߽߾ ȴǇ ʉǞȴʞɻŒȣƌɻऍ
ȝʞʉŒʉǩȴȣɻ Œȣƌ ǊƟȣƟʉǩƁ ȝŒɫȅƟɫɻࡱ

ࠀ



ͩͮͩ͞ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή ̭˺ϫ˺

ǩǊ#ࢩ 5ŒʉŒࢪ ȝƟŒȣɻ ȣȴʉ ǽʞɻʉ ȝŒȣˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ ŷʞʉ ȝŒȣˈ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ
ɠƟɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡱ xࡱƟࡪࡱ ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ üʿǩʉʉƟɫ ǞŒɻ ߾߿ࠀ ŒƁʉǩʻƟ ȝȴȣʉǞȋˈ ʞɻƟɫɻࡱ æƟƁȴɫƌɻ ʉƟȣɻࢍ ȴǇࢎ ʉǞȴʞɻŒȣƌɻ
ȴǇ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ɠƟɫ ʞɻƟɫࡩ ʿǞȴ ʉǞƟˈ Ǉȴȋȋȴʿࡪ ʿǞȴ Ǉȴȋȋȴʿɻ ʉǞƟȝࡪ
ʿǞƟȣ ʉǞƟˈ ȋŒɻʉ ʻǩɻǩʉƟƌ ʉǞƟ ɻǩʉƟࡪ ʉǩȝƟɻʉŒȝɠɻ Ǉȴɫ ɻɠƟƁǩ˨Ɓ
ǩȣʉƟɫŒƁʉǩȴȣɻࡪ Ǟȴʿ ȝŒȣˈ ʉʿƟƟʉɻ ʉǞƟˈ ǞŒʻƟ ɻƟȣʉࡪ ʉǞƟ ʉƟˇʉ ȴǇ ʉǞȴɻƟ
ʉʿƟƟʉɻࡪ ƟʉƁࡱࡱࡱ

ࡦ � ࠀ ȝǩȣʞʉƟ ĳȴʞʉʞŷƟ Ɓȋǩɠ ʿǩʉǞ Œ ɫƟɻȴȋʞʉǩȴȣ ȴǇ ߽߽ࠂ ˇ ߽߽ࠂ ɠǩˇƟȋɻ Œʉ ࠂ߾
ǇɫŒȝƟɻࡷɻƟƁȴȣƌ ʿǩʉǞ ࠀ Ɓȴȋȴɫ ƁǞŒȣȣƟȋɻ ǩɻ Œ ɫƟƁȴɫƌǩȣǊ ȴǇ ≥ ߿ ŷǩȋȋǩȴȣ
ɠǩˇƟȋ ʻŒȋʞƟɻࡱ DʻƟȣ Œ ߽߽ࠂ ˇ ߽߽ࠂ ɠǩˇƟȋ Ɓȴȋȴɫ ǩȝŒǊƟ ǞŒɻ ,߽ࠂࠄ ߽߽߽ ɠǩˇƟȋ
ʻŒȋʞƟɻࡱ

ࡦ üǞƟ ǞʞȝŒȣ ǊƟȣȴȝƟ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ࠀ ŷǩȋȋǩȴȣऍ ŷŒɻƟ ɠŒǩɫɻࡱ cƟȣƟʉǩƁ
ƌŒʉŒɻƟʉɻ ȴǇʉƟȣ ƁȴȣʉŒǩȣ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴȣ ɻ߽߽߾ ȴǇ ʉǞȴʞɻŒȣƌɻऍ
ȝʞʉŒʉǩȴȣɻ Œȣƌ ǊƟȣƟʉǩƁ ȝŒɫȅƟɫɻࡱ

ࠀ



ͩͮͩ͞ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή ̭˺ϫ˺

ǩǊ#ࢩ 5ŒʉŒࢪ ȝƟŒȣɻ ȣȴʉ ǽʞɻʉ ȝŒȣˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ ŷʞʉ ȝŒȣˈ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ
ɠƟɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡱ xࡱƟࡪࡱ ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ üʿǩʉʉƟɫ ǞŒɻ ߾߿ࠀ ŒƁʉǩʻƟ ȝȴȣʉǞȋˈ ʞɻƟɫɻࡱ æƟƁȴɫƌɻ ʉƟȣɻࢍ ȴǇࢎ ʉǞȴʞɻŒȣƌɻ
ȴǇ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ɠƟɫ ʞɻƟɫࡩ ʿǞȴ ʉǞƟˈ Ǉȴȋȋȴʿࡪ ʿǞȴ Ǉȴȋȋȴʿɻ ʉǞƟȝࡪ
ʿǞƟȣ ʉǞƟˈ ȋŒɻʉ ʻǩɻǩʉƟƌ ʉǞƟ ɻǩʉƟࡪ ʉǩȝƟɻʉŒȝɠɻ Ǉȴɫ ɻɠƟƁǩ˨Ɓ
ǩȣʉƟɫŒƁʉǩȴȣɻࡪ Ǟȴʿ ȝŒȣˈ ʉʿƟƟʉɻ ʉǞƟˈ ǞŒʻƟ ɻƟȣʉࡪ ʉǞƟ ʉƟˇʉ ȴǇ ʉǞȴɻƟ
ʉʿƟƟʉɻࡪ ƟʉƁࡱࡱࡱ

ࡦ � ࠀ ȝǩȣʞʉƟ ĳȴʞʉʞŷƟ Ɓȋǩɠ ʿǩʉǞ Œ ɫƟɻȴȋʞʉǩȴȣ ȴǇ ߽߽ࠂ ˇ ߽߽ࠂ ɠǩˇƟȋɻ Œʉ ࠂ߾
ǇɫŒȝƟɻࡷɻƟƁȴȣƌ ʿǩʉǞ ࠀ Ɓȴȋȴɫ ƁǞŒȣȣƟȋɻ ǩɻ Œ ɫƟƁȴɫƌǩȣǊ ȴǇ ≥ ߿ ŷǩȋȋǩȴȣ
ɠǩˇƟȋ ʻŒȋʞƟɻࡱ DʻƟȣ Œ ߽߽ࠂ ˇ ߽߽ࠂ ɠǩˇƟȋ Ɓȴȋȴɫ ǩȝŒǊƟ ǞŒɻ ,߽ࠂࠄ ߽߽߽ ɠǩˇƟȋ
ʻŒȋʞƟɻࡱ

ࡦ üǞƟ ǞʞȝŒȣ ǊƟȣȴȝƟ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ࠀ ŷǩȋȋǩȴȣऍ ŷŒɻƟ ɠŒǩɫɻࡱ cƟȣƟʉǩƁ
ƌŒʉŒɻƟʉɻ ȴǇʉƟȣ ƁȴȣʉŒǩȣ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ȴȣ ɻ߽߽߾ ȴǇ ʉǞȴʞɻŒȣƌɻऍ
ȝʞʉŒʉǩȴȣɻ Œȣƌ ǊƟȣƟʉǩƁ ȝŒɫȅƟɫɻࡱ

ࠀ



̭˺ϫ˺ϡ̺ϫϡ ˺ϡ Ж̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ Γ˺ϫϘ̤̺ͮϡ

xȣ ƌŒʉŒ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Œȣƌ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊࡪ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ȝŒȣˈ
ŒʉʉɫǩŷʞʉƟɻ ŒɫƟ ȴǇʉƟȣ ɻʉȴɫƟƌࡪ ɠɫȴƁƟɻɻƟƌࡪ Œȣƌ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉƟƌ Œɻ ǞǩǊǞ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɫƟŒȋ ʻŒȋʞƟƌ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ðǩȝǩȋŒɫǩʉǩƟɻࡷƌǩɻʉŒȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ
ʻƟƁʉȴɫɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ⟨ˀ, ˁ⟩ࡪ ∥ˀ− ˁ∥ࢎ߿
ǞŒʻƟ ȝƟŒȣǩȣǊ Ǉȴɫ ʞȣƌƟɫȋˈǩȣǊ
ƌŒʉŒɠȴǩȣʉɻࡱ

ࠁ



̭˺ϫ˺ϡ̺ϫϡ ˺ϡ Ж̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ Γ˺ϫϘ̤̺ͮϡ

xȣ ƌŒʉŒ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Œȣƌ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊࡪ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ȝŒȣˈ
ŒʉʉɫǩŷʞʉƟɻ ŒɫƟ ȴǇʉƟȣ ɻʉȴɫƟƌࡪ ɠɫȴƁƟɻɻƟƌࡪ Œȣƌ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉƟƌ Œɻ ǞǩǊǞ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɫƟŒȋ ʻŒȋʞƟƌ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ðǩȝǩȋŒɫǩʉǩƟɻࡷƌǩɻʉŒȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ
ʻƟƁʉȴɫɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ⟨ˀ, ˁ⟩ࡪ ∥ˀ− ˁ∥ࢎ߿
ǞŒʻƟ ȝƟŒȣǩȣǊ Ǉȴɫ ʞȣƌƟɫȋˈǩȣǊ
ƌŒʉŒɠȴǩȣʉɻࡱ

ࠁ



̭˺ϫ˺ϡ̺ϫϡ ˺ϡ Ж̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ Γ˺ϫϘ̤̺ͮϡ

xȣ ƌŒʉŒ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Œȣƌ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊࡪ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ȝŒȣˈ
ŒʉʉɫǩŷʞʉƟɻ ŒɫƟ ȴǇʉƟȣ ɻʉȴɫƟƌࡪ ɠɫȴƁƟɻɻƟƌࡪ Œȣƌ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉƟƌ Œɻ ǞǩǊǞ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɫƟŒȋ ʻŒȋʞƟƌ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ðǩȝǩȋŒɫǩʉǩƟɻࡷƌǩɻʉŒȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ
ʻƟƁʉȴɫɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ⟨ˀ, ˁ⟩ࡪ ∥ˀ− ˁ∥ࢎ߿
ǞŒʻƟ ȝƟŒȣǩȣǊ Ǉȴɫ ʞȣƌƟɫȋˈǩȣǊ
ƌŒʉŒɠȴǩȣʉɻࡱ

ࠁ



̭˺ϫ˺ϡ̺ϫϡ ˺ϡ Ж̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ Γ˺ϫϘ̤̺ͮϡ

5ŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉƟƌ Œɻ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡪ ʿǩʉǞ
ɫƟŒȋ ʻŒȋʞƟƌ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ 5ŒʉŒɻƟʉ ǩɻ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉƟƌ Œɻ Œ ȝŒʉɫǩˇࡱ

5ŒʉŒ ßȴǩȣʉɻࡩ ˀ߾, ˀ߿, . . . , ˀȠ ∈ RƊ

5ŒʉŒ ðƟʉࡩ ĩ ∈ RȠ×Ɗ ʿǩʉǞ ǦʂǛ ɫȴʿ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ˀǦ.

�Œȣˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ Ƞ =⇒ ʉŒȋȋࡱ �Œȣˈ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Ɗ =⇒ ʿǩƌƟࡱ

ࠂ



̭˺ϫ˺ϡ̺ϫϡ ˺ϡ Ж̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ Γ˺ϫϘ̤̺ͮϡ

5ŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉƟƌ Œɻ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡪ ʿǩʉǞ
ɫƟŒȋ ʻŒȋʞƟƌ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ 5ŒʉŒɻƟʉ ǩɻ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉƟƌ Œɻ Œ ȝŒʉɫǩˇࡱ

5ŒʉŒ ßȴǩȣʉɻࡩ ˀ߾, ˀ߿, . . . , ˀȠ ∈ RƊ

5ŒʉŒ ðƟʉࡩ ĩ ∈ RȠ×Ɗ ʿǩʉǞ ǦʂǛ ɫȴʿ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ˀǦ.

�Œȣˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ Ƞ =⇒ ʉŒȋȋࡱ �Œȣˈ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Ɗ =⇒ ʿǩƌƟࡱ

ࠂ



̭˺ϫ˺ϡ̺ϫϡ ˺ϡ Ж̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ Γ˺ϫϘ̤̺ͮϡ

5ŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉƟƌ Œɻ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡪ ʿǩʉǞ
ɫƟŒȋ ʻŒȋʞƟƌ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ 5ŒʉŒɻƟʉ ǩɻ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉƟƌ Œɻ Œ ȝŒʉɫǩˇࡱ

5ŒʉŒ ßȴǩȣʉɻࡩ ˀ߾, ˀ߿, . . . , ˀȠ ∈ RƊ

5ŒʉŒ ðƟʉࡩ ĩ ∈ RȠ×Ɗ ʿǩʉǞ ǦʂǛ ɫȴʿ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ˀǦ.

�Œȣˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ Ƞ =⇒ ʉŒȋȋࡱ �Œȣˈ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Ɗ =⇒ ʿǩƌƟࡱ

ࠂ



̭˺ϫ˺ϡ̺ϫϡ ˺ϡ Ж̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ Γ˺ϫϘ̤̺ͮϡ

5ŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉƟƌ Œɻ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡪ ʿǩʉǞ
ɫƟŒȋ ʻŒȋʞƟƌ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ 5ŒʉŒɻƟʉ ǩɻ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉƟƌ Œɻ Œ ȝŒʉɫǩˇࡱ

5ŒʉŒ ßȴǩȣʉɻࡩ ˀ߾, ˀ߿, . . . , ˀȠ ∈ RƊ

5ŒʉŒ ðƟʉࡩ ĩ ∈ RȠ×Ɗ ʿǩʉǞ ǦʂǛ ɫȴʿ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ˀǦ.

�Œȣˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ Ƞ =⇒ ʉŒȋȋࡱ �Œȣˈ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Ɗ =⇒ ʿǩƌƟࡱ ࠂ



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ æƟƌʞƁʉǩȴȣࡩ +ȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟˈ ȋǩƟ ǩȣ
ȝŒȣˈ ǇƟʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ

ˀ߾, ˀ߿, . . . , ˀȠ ∈ RƊ → ˜ˀ߾, ˜ˀ߿, . . . , ˜ˀȠ ∈ RƊ′ → Ǉȴɫ Ɗ′ ≪ Ɗ.

ˈ�ȴɻɻࢩ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࢪ ʉǞŒʉ ɻʉǩȋȋ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ Œŷȴʞʉ
ʉǞƟ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠࡱ

cƟȣƟɫŒȋȋˈ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ƌǩɫƟƁʉȋˈ Ǟȴʿ ʿƟȋȋ ˜ˀǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ ˀǦࡱ

ࠃ



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ æƟƌʞƁʉǩȴȣࡩ +ȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟˈ ȋǩƟ ǩȣ
ȝŒȣˈ ǇƟʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ

ˀ߾, ˀ߿, . . . , ˀȠ ∈ RƊ → ˜ˀ߾, ˜ˀ߿, . . . , ˜ˀȠ ∈ RƊ′ → Ǉȴɫ Ɗ′ ≪ Ɗ.

ˈ�ȴɻɻࢩ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࢪ ʉǞŒʉ ɻʉǩȋȋ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ Œŷȴʞʉ
ʉǞƟ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠࡱ

cƟȣƟɫŒȋȋˈ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ƌǩɫƟƁʉȋˈ Ǟȴʿ ʿƟȋȋ ˜ˀǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ ˀǦࡱ

ࠃ



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ æƟƌʞƁʉǩȴȣࡩ +ȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟˈ ȋǩƟ ǩȣ
ȝŒȣˈ ǇƟʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ

ˀ߾, ˀ߿, . . . , ˀȠ ∈ RƊ → ˜ˀ߾, ˜ˀ߿, . . . , ˜ˀȠ ∈ RƊ′ → Ǉȴɫ Ɗ′ ≪ Ɗ.

ˈ�ȴɻɻࢩ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࢪ ʉǞŒʉ ɻʉǩȋȋ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ Œŷȴʞʉ
ʉǞƟ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠࡱ

cƟȣƟɫŒȋȋˈ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ƌǩɫƟƁʉȋˈ Ǟȴʿ ʿƟȋȋ ˜ˀǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ ˀǦࡱ

ࠃ



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ æƟƌʞƁʉǩȴȣࡩ +ȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟˈ ȋǩƟ ǩȣ
ȝŒȣˈ ǇƟʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ

ˀ߾, ˀ߿, . . . , ˀȠ ∈ RƊ → ˜ˀ߾, ˜ˀ߿, . . . , ˜ˀȠ ∈ RƊ′ → Ǉȴɫ Ɗ′ ≪ Ɗ.

ˈ�ȴɻɻࢩ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࢪ ʉǞŒʉ ɻʉǩȋȋ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ Œŷȴʞʉ
ʉǞƟ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠࡱ

cƟȣƟɫŒȋȋˈ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ƌǩɫƟƁʉȋˈ Ǟȴʿ ʿƟȋȋ ˜ˀǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ ˀǦࡱ

ࠃ



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ æƟƌʞƁʉǩȴȣࡩ +ȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟˈ ȋǩƟ ǩȣ
ȝŒȣˈ ǇƟʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ

ˀ߾, ˀ߿, . . . , ˀȠ ∈ RƊ → ˜ˀ߾, ˜ˀ߿, . . . , ˜ˀȠ ∈ RƊ′ → Ǉȴɫ Ɗ′ ≪ Ɗ.

ˈ�ȴɻɻࢩ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࢪ ʉǞŒʉ ɻʉǩȋȋ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ Œŷȴʞʉ
ʉǞƟ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠࡱ

cƟȣƟɫŒȋȋˈ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ƌǩɫƟƁʉȋˈ Ǟȴʿ ʿƟȋȋ ˜ˀǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ ˀǦࡱ

ࠃ



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ æƟƌʞƁʉǩȴȣࡩ +ȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟˈ ȋǩƟ ǩȣ
ȝŒȣˈ ǇƟʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ

ˀ߾, ˀ߿, . . . , ˀȠ ∈ RƊ → ˜ˀ߾, ˜ˀ߿, . . . , ˜ˀȠ ∈ RƊ′ → Ǉȴɫ Ɗ′ ≪ Ɗ.

ˈ�ȴɻɻࢩ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࢪ ʉǞŒʉ ɻʉǩȋȋ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ Œŷȴʞʉ
ʉǞƟ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠࡱ

cƟȣƟɫŒȋȋˈ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ƌǩɫƟƁʉȋˈ Ǟȴʿ ʿƟȋȋ ˜ˀǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ ˀǦࡱ
ࠃ



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ǩɻ Œ ʞŷǩɧʞǩʉȴʞɻ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ǩȣ ƌŒʉŒ
ɻƁǩƟȣƁƟࡱ

ࡦ ßɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ
ࡦ �ŒʉƟȣʉ ɻƟȝŒȣʉǩƁ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࢎ��ðࢍ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ƌǩɻƁɫǩȝǩȣŒȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ
ࡦ �ʞʉȴƟȣƁȴƌƟɫɻ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒ ȝŒȅƟɻ ǩʉ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ʉȴ ʿȴɫȅ ʿǩʉǞࡱ �Œˈ
Œȋɻȴ ɫƟȝȴʻƟ ƟˇʉɫŒȣƟȴʞɻ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣࡷȣȴǩɻƟࡱ

ࠄ



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ǩɻ Œ ʞŷǩɧʞǩʉȴʞɻ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ǩȣ ƌŒʉŒ
ɻƁǩƟȣƁƟࡱ

ࡦ ßɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ

ࡦ �ŒʉƟȣʉ ɻƟȝŒȣʉǩƁ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࢎ��ðࢍ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ƌǩɻƁɫǩȝǩȣŒȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ
ࡦ �ʞʉȴƟȣƁȴƌƟɫɻ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒ ȝŒȅƟɻ ǩʉ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ʉȴ ʿȴɫȅ ʿǩʉǞࡱ �Œˈ
Œȋɻȴ ɫƟȝȴʻƟ ƟˇʉɫŒȣƟȴʞɻ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣࡷȣȴǩɻƟࡱ

ࠄ



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ǩɻ Œ ʞŷǩɧʞǩʉȴʞɻ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ǩȣ ƌŒʉŒ
ɻƁǩƟȣƁƟࡱ

ࡦ ßɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ
ࡦ �ŒʉƟȣʉ ɻƟȝŒȣʉǩƁ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࢎ��ðࢍ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ƌǩɻƁɫǩȝǩȣŒȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ
ࡦ �ʞʉȴƟȣƁȴƌƟɫɻ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒ ȝŒȅƟɻ ǩʉ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ʉȴ ʿȴɫȅ ʿǩʉǞࡱ �Œˈ
Œȋɻȴ ɫƟȝȴʻƟ ƟˇʉɫŒȣƟȴʞɻ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣࡷȣȴǩɻƟࡱ

ࠄ



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ǩɻ Œ ʞŷǩɧʞǩʉȴʞɻ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ǩȣ ƌŒʉŒ
ɻƁǩƟȣƁƟࡱ

ࡦ ßɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ
ࡦ �ŒʉƟȣʉ ɻƟȝŒȣʉǩƁ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࢎ��ðࢍ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ƌǩɻƁɫǩȝǩȣŒȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ

ࡦ �ʞʉȴƟȣƁȴƌƟɫɻ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒ ȝŒȅƟɻ ǩʉ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ʉȴ ʿȴɫȅ ʿǩʉǞࡱ �Œˈ
Œȋɻȴ ɫƟȝȴʻƟ ƟˇʉɫŒȣƟȴʞɻ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣࡷȣȴǩɻƟࡱ

ࠄ



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ǩɻ Œ ʞŷǩɧʞǩʉȴʞɻ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ǩȣ ƌŒʉŒ
ɻƁǩƟȣƁƟࡱ

ࡦ ßɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ
ࡦ �ŒʉƟȣʉ ɻƟȝŒȣʉǩƁ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࢎ��ðࢍ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ƌǩɻƁɫǩȝǩȣŒȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ
ࡦ �ʞʉȴƟȣƁȴƌƟɫɻ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒ ȝŒȅƟɻ ǩʉ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ʉȴ ʿȴɫȅ ʿǩʉǞࡱ �Œˈ
Œȋɻȴ ɫƟȝȴʻƟ ƟˇʉɫŒȣƟȴʞɻ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣࡷȣȴǩɻƟࡱ

ࠄ



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ǩɻ Œ ʞŷǩɧʞǩʉȴʞɻ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ǩȣ ƌŒʉŒ
ɻƁǩƟȣƁƟࡱ

ࡦ ßɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ
ࡦ �ŒʉƟȣʉ ɻƟȝŒȣʉǩƁ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࢎ��ðࢍ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ƌǩɻƁɫǩȝǩȣŒȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ
ࡦ �ʞʉȴƟȣƁȴƌƟɫɻ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒ ȝŒȅƟɻ ǩʉ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ʉȴ ʿȴɫȅ ʿǩʉǞࡱ �Œˈ
Œȋɻȴ ɫƟȝȴʻƟ ƟˇʉɫŒȣƟȴʞɻ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣࡷȣȴǩɻƟࡱ

ࠄ



ΉΧЙ ̭ͮϡϫΧϘϫͮΧΗ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ࡪ3 Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′ ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ Œȣƌ
ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ 3̃ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ) ≤ 3̃(˜ˀǦ, ˜ˀǺ) ≤ +߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ)

oŒʻƟ ŒȋɫƟŒƌˈ ɻƟƟȣ ȴȣƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡩ

�ǩȣoŒɻǞ

īǩʉǞ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ɻǩ˔Ɵ ɥࡪ ƁŒȣ ŒɫǊʞƟ ʉǞŒʉ #ࢍ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ˜ˀ�, ˜ˀ#ࢎ ≈ �(ˀ�, ˀ#)ࡱ

ࡦ æƟƌʞƁƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ɗ = |Ă| ʉȴ ɥࡱ

ࠅ



ΉΧЙ ̭ͮϡϫΧϘϫͮΧΗ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ࡪ3 Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′ ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ Œȣƌ
ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ 3̃ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ) ≤ 3̃(˜ˀǦ, ˜ˀǺ) ≤ +߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ)

oŒʻƟ ŒȋɫƟŒƌˈ ɻƟƟȣ ȴȣƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡩ

�ǩȣoŒɻǞ

īǩʉǞ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ɻǩ˔Ɵ ɥࡪ ƁŒȣ ŒɫǊʞƟ ʉǞŒʉ #ࢍ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ˜ˀ�, ˜ˀ#ࢎ ≈ �(ˀ�, ˀ#)ࡱ

ࡦ æƟƌʞƁƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ɗ = |Ă| ʉȴ ɥࡱ

ࠅ



ΉΧЙ ̭ͮϡϫΧϘϫͮΧΗ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ࡪ3 Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′ ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ Œȣƌ
ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ 3̃ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ) ≤ 3̃(˜ˀǦ, ˜ˀǺ) ≤ +߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ)

oŒʻƟ ŒȋɫƟŒƌˈ ɻƟƟȣ ȴȣƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡩ �ǩȣoŒɻǞ

īǩʉǞ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ɻǩ˔Ɵ ɥࡪ ƁŒȣ ŒɫǊʞƟ ʉǞŒʉ #ࢍ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ˜ˀ�, ˜ˀ#ࢎ ≈ �(ˀ�, ˀ#)ࡱ

ࡦ æƟƌʞƁƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ɗ = |Ă| ʉȴ ɥࡱ

ࠅ



ΉΧЙ ̭ͮϡϫΧϘϫͮΧΗ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ࡪ3 Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′ ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ Œȣƌ
ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ 3̃ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ) ≤ 3̃(˜ˀǦ, ˜ˀǺ) ≤ +߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ)

oŒʻƟ ŒȋɫƟŒƌˈ ɻƟƟȣ ȴȣƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡩ �ǩȣoŒɻǞ

īǩʉǞ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ɻǩ˔Ɵ ɥࡪ ƁŒȣ ŒɫǊʞƟ ʉǞŒʉ #ࢍ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ˜ˀ�, ˜ˀ#ࢎ ≈ �(ˀ�, ˀ#)ࡱ

ࡦ æƟƌʞƁƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ɗ = |Ă| ʉȴ ɥࡱ

ࠅ

- - - - - - - -

-



ΉΧЙ ̭ͮϡϫΧϘϫͮΧΗ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ࡪ3 Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′ ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ Œȣƌ
ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ 3̃ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ) ≤ 3̃(˜ˀǦ, ˜ˀǺ) ≤ +߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ)

oŒʻƟ ŒȋɫƟŒƌˈ ɻƟƟȣ ȴȣƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡩ �ǩȣoŒɻǞ

īǩʉǞ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ɻǩ˔Ɵ ɥࡪ ƁŒȣ ŒɫǊʞƟ ʉǞŒʉ #ࢍ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ˜ˀ�, ˜ˀ#ࢎ ≈ �(ˀ�, ˀ#)ࡱ

ࡦ æƟƌʞƁƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ɗ = |Ă| ʉȴ ɥࡱ

ࠅ



ΉΧЙ ̭ͮϡϫΧϘϫͮΧΗ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ࡪ3 Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′ ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ Œȣƌ
ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ 3̃ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ) ≤ 3̃(˜ˀǦ, ˜ˀǺ) ≤ +߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ)

oŒʻƟ ŒȋɫƟŒƌˈ ɻƟƟȣ ȴȣƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡩ �ǩȣoŒɻǞ

īǩʉǞ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ɻǩ˔Ɵ ɥࡪ ƁŒȣ ŒɫǊʞƟ ʉǞŒʉ #ࢍ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ˜ˀ�, ˜ˀ#ࢎ ≈ �(ˀ�, ˀ#)ࡱ

ࡦ æƟƌʞƁƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ɗ = |Ă| ʉȴ ɥࡱ

ࠅ



ΉΧЙ ̭ͮϡϫΧϘϫͮΧΗ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ࡪ3 Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′ ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ Œȣƌ
ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ 3̃ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ) ≤ 3̃(˜ˀǦ, ˜ˀǺ) ≤ +߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ)

oŒʻƟ ŒȋɫƟŒƌˈ ɻƟƟȣ ȴȣƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡩ �ǩȣoŒɻǞ

īǩʉǞ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ɻǩ˔Ɵ ɥࡪ ƁŒȣ ŒɫǊʞƟ ʉǞŒʉ #ࢍ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ˜ˀ�, ˜ˀ#ࢎ ≈ �(ˀ�, ˀ#)ࡱ

ࡦ æƟƌʞƁƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ɗ = |Ă| ʉȴ ɥࡱ

ࠅ



ΉΧЙ ̭ͮϡϫΧϘϫͮΧΗ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ࡪ3 Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′ ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ Œȣƌ
ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ 3̃ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ) ≤ 3̃(˜ˀǦ, ˜ˀǺ) ≤ +߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ)

oŒʻƟ ŒȋɫƟŒƌˈ ɻƟƟȣ ȴȣƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡩ �ǩȣoŒɻǞ

īǩʉǞ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ɻǩ˔Ɵ ɥࡪ ƁŒȣ ŒɫǊʞƟ ʉǞŒʉ #ࢍ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ˜ˀ�, ˜ˀ#ࢎ ≈ �(ˀ�, ˀ#)ࡱ

ࡦ æƟƌʞƁƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ɗ = |Ă| ʉȴ ɥࡱ

ࠅ
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ΉΧЙ ̭ͮϡϫΧϘϫͮΧΗ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ࡪ3 Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′ ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ Œȣƌ
ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ 3̃ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ) ≤ 3̃(˜ˀǦ, ˜ˀǺ) ≤ +߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ)

oŒʻƟ ŒȋɫƟŒƌˈ ɻƟƟȣ ȴȣƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡩ �ǩȣoŒɻǞ

īǩʉǞ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ɻǩ˔Ɵ ɥࡪ ƁŒȣ ŒɫǊʞƟ ʉǞŒʉ #ࢍ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ˜ˀ�, ˜ˀ#ࢎ ≈ �(ˀ�, ˀ#)ࡱ

ࡦ æƟƌʞƁƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ɗ = |Ă| ʉȴ ɥࡱ ࠅ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ϡ ͘ΧϘ ̺Ϻ̤Ή̭̺ͮ˺Η ϡϑ˺̤̺

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ðɠŒƁƟࡩ cǩʻƟȣ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′

ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ) ≤ 3̃(˜ˀǦ, ˜ˀǺ) ≤ +߾) ϵ)3(ˀǦ, ˀǺ)

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ˍ ∈ RȚࡪ ߿∥ˍ∥ =
√∑Ț

Ǧ=߾ ˍ(Ǧ)ࡱ߿

ࠆ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ϡ ͘ΧϘ ̺Ϻ̤Ή̭̺ͮ˺Η ϡϑ˺̤̺

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ðɠŒƁƟࡩ cǩʻƟȣ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′

ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ˍ ∈ RȚࡪ ߿∥ˍ∥ =
√∑Ț

Ǧ=߾ ˍ(Ǧ)ࡱ߿

ࠆ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ϡ ͘ΧϘ ̺Ϻ̤Ή̭̺ͮ˺Η ϡϑ˺̤̺

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ðɠŒƁƟࡩ cǩʻƟȣ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′

ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ˍ ∈ RȚࡪ ߿∥ˍ∥ =
√∑Ț

Ǧ=߾ ˍ(Ǧ)ࡱ߿

ࠆ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ϡ ͘ΧϘ ̺Ϻ̤Ή̭̺ͮ˺Η ϡϑ˺̤̺

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ðɠŒƁƟࡩ cǩʻƟȣ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′

ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿

+Œȣ ʞɻƟ ˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ǩȣ ɠȋŒƁƟ ȴǇ ˀ߾, . . . , ˀȠ ǩȣ ȝŒȣˈ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡩ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ðĨࡪ� ȣƟŒɫ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ɻƟŒɫƁǞࡪ ƟʉƁࡱ

߽߾



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ϡ ͘ΧϘ ̺Ϻ̤Ή̭̺ͮ˺Η ϡϑ˺̤̺

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ðɠŒƁƟࡩ cǩʻƟȣ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . ˜ˀȠ ∈ RƊ′

ʿǞƟɫƟࢍ Ɗ′ ≪ Ɗࢎ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿

+Œȣ ʞɻƟ ˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ǩȣ ɠȋŒƁƟ ȴǇ ˀ߾, . . . , ˀȠ ǩȣ ȝŒȣˈ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡩ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ðĨࡪ� ȣƟŒɫ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ɻƟŒɫƁǞࡪ ƟʉƁࡱ

߽߾



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

� ʻƟɫˈ ƟŒɻˈ ƁŒɻƟࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ˀ߾, . . . , ˀȠ Œȋȋ ȋǩƟ ȴȣ ʉǞƟ Œˇǩɻ࢙ɵʂ߾ ǩȣ
RƊࡱ

ðƟʉ Ɗ′ = ߾ Œȣƌ ˜ˀǦ = ˀǦ(߾) ࡪࡱƟࡱǩࢍ ˜ˀǦ ǩɻ ǽʞɻʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ȣʞȝŷƟɫࡱࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻࡩ

∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿

=
√

[ˀǦ(߾)− ˀǺ(߾)]߿ = |ˀǦ(߾)− ˀǺ(߾)| = ∥ˀǦ − ˀǺ∥߿.

ࡦ �ȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿǩʉǞ ȣȴ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Œȣˈ Ɗ ǩȣʉȴ Ɗ′ = ࡱ߾

߾߾



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

� ʻƟɫˈ ƟŒɻˈ ƁŒɻƟࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ˀ߾, . . . , ˀȠ Œȋȋ ȋǩƟ ȴȣ ʉǞƟ Œˇǩɻ࢙ɵʂ߾ ǩȣ
RƊࡱ

ðƟʉ Ɗ′ = ߾ Œȣƌ ˜ˀǦ = ˀǦ(߾) ࡪࡱƟࡱǩࢍ ˜ˀǦ ǩɻ ǽʞɻʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ȣʞȝŷƟɫࡱࢎࡱ
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√√√√
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̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ΗΧ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ȝŒȅƟ Œȣˈ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ
ˀ߾, . . . , ˀȠࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞƟˈ ƁŒȣ ŷƟ ɻƁŒʉʉƟɫƟƌ ŒɫŷǩʉɫŒɫǩȋˈ Œɫȴʞȣƌ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ˨ȣƌ Œ ȣȴ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣʉȴ Ɗ′ ≪ Ɗ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡲ £ȴ࡭ æƟɧʞǩɫƟ Ɗ′ = Ɗࡱ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ˨ȣƌ Œȣ ϵ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣʉȴ Ɗ′ ≪ Ɗ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Ǉȴɫ ϵ > ࡲ߽

ĳƟɻ࡭ �ȋʿŒˈɻࡪ ʿǩʉǞ Ɗ′ ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ϵࡱ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿.

ࠁ߾

- a s -



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ΗΧ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ȝŒȅƟ Œȣˈ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ
ˀ߾, . . . , ˀȠࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞƟˈ ƁŒȣ ŷƟ ɻƁŒʉʉƟɫƟƌ ŒɫŷǩʉɫŒɫǩȋˈ Œɫȴʞȣƌ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ˨ȣƌ Œ ȣȴ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣʉȴ Ɗ′ ≪ Ɗ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡲ £ȴ࡭ æƟɧʞǩɫƟ Ɗ′ = Ɗࡱ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ˨ȣƌ Œȣ ϵ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣʉȴ Ɗ′ ≪ Ɗ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Ǉȴɫ ϵ > ࡲ߽ ĳƟɻ࡭ �ȋʿŒˈɻࡪ ʿǩʉǞ Ɗ′ ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ϵࡱ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿.

ࠁ߾



ϫ̺ͩ ΁ΧͩΗϡΧΗ࢙ΉͮΗ̭̺ΗϡϫϘ˺Ϻϡϡ Ή̺ΓΓ˺

�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ ϵ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ
Π : RƊ → ßƊ′ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ɗ′ = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
Œȣƌ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿.

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ǩǇ Π ǞŒɻ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ √߾
Ɗ′ · N (߽, ࡪ(߾

ǩʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Ɗ = ߾ ŷǩȋȋǩȴȣࡪ ϵ = ࡪࠂ߽. Œȣƌ Ƞ = ࡪ߽߽߽߽߽߾ Ɗ′ ≈ ࡱ߽߽ࠃࠃ

ĨƟɫˈ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ࡭

ßȴʿƟɫǇʞȋ ɫƟɻʞȋʉ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ࢎȣŒǩʻƟࢍ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣࡩ ŒɠɠȋˈǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Œ ɻƟʉ
ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ Œȋȋ ʉǞȴɻƟ ɠȴǩȣʉɻ
ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠂ߾



ϫ̺ͩ ΁ΧͩΗϡΧΗ࢙ΉͮΗ̭̺ΗϡϫϘ˺Ϻϡϡ Ή̺ΓΓ˺

�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ ϵ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ
Π : RƊ → ßƊ′ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ɗ′ = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
Œȣƌ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿.

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ǩǇ Π ǞŒɻ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ √߾
Ɗ′ · N (߽, ࡪ(߾

ǩʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Ɗ = ߾ ŷǩȋȋǩȴȣࡪ ϵ = ࡪࠂ߽. Œȣƌ Ƞ = ࡪ߽߽߽߽߽߾ Ɗ′ ≈ ࡱ߽߽ࠃࠃ

ĨƟɫˈ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ࡭

ßȴʿƟɫǇʞȋ ɫƟɻʞȋʉ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ࢎȣŒǩʻƟࢍ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣࡩ ŒɠɠȋˈǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Œ ɻƟʉ
ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ Œȋȋ ʉǞȴɻƟ ɠȴǩȣʉɻ
ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠂ߾



ϫ̺ͩ ΁ΧͩΗϡΧΗ࢙ΉͮΗ̭̺ΗϡϫϘ˺Ϻϡϡ Ή̺ΓΓ˺

�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ ϵ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ
Π : RƊ → ßƊ′ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ɗ′ = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
Œȣƌ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿.

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ǩǇ Π ǞŒɻ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ √߾
Ɗ′ · N (߽, ࡪ(߾

ǩʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Ɗ = ߾ ʉɫǩȋȋǩȴȣࡪ ϵ = ࡪࠂ߽. Œȣƌ Ƞ = ࡪ߽߽߽߽߽߾ Ɗ′ ≈ ࡱ߽߽ࠃࠃ

ĨƟɫˈ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ࡭

ßȴʿƟɫǇʞȋ ɫƟɻʞȋʉ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ࢎȣŒǩʻƟࢍ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣࡩ ŒɠɠȋˈǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Œ ɻƟʉ
ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ Œȋȋ ʉǞȴɻƟ ɠȴǩȣʉɻ
ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠂ߾



ϫ̺ͩ ΁ΧͩΗϡΧΗ࢙ΉͮΗ̭̺ΗϡϫϘ˺Ϻϡϡ Ή̺ΓΓ˺

�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ ϵ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ
Π : RƊ → ßƊ′ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ɗ′ = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
Œȣƌ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿.

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ǩǇ Π ǞŒɻ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ √߾
Ɗ′ · N (߽, ࡪ(߾

ǩʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Ɗ = ߾ ʉɫǩȋȋǩȴȣࡪ ϵ = ࡪࠂ߽. Œȣƌ Ƞ = ࡪ߽߽߽߽߽߾ Ɗ′ ≈ ࡱ߽߽ࠃࠃ

ĨƟɫˈ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ࡭

ßȴʿƟɫǇʞȋ ɫƟɻʞȋʉ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ࢎȣŒǩʻƟࢍ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣࡩ ŒɠɠȋˈǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Œ ɻƟʉ
ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ Œȋȋ ʉǞȴɻƟ ɠȴǩȣʉɻ
ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠂ߾



ϫ̺ͩ ΁ΧͩΗϡΧΗ࢙ΉͮΗ̭̺ΗϡϫϘ˺Ϻϡϡ Ή̺ΓΓ˺

�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ ϵ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ
Π : RƊ → ßƊ′ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ɗ′ = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
Œȣƌ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿.

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ǩǇ Π ǞŒɻ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ √߾
Ɗ′ · N (߽, ࡪ(߾

ǩʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Ɗ = ߾ ʉɫǩȋȋǩȴȣࡪ ϵ = ࡪࠂ߽. Œȣƌ Ƞ = ࡪ߽߽߽߽߽߾ Ɗ′ ≈ ࡱ߽߽ࠃࠃ

ĨƟɫˈ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ࡭

ßȴʿƟɫǇʞȋ ɫƟɻʞȋʉ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ࢎȣŒǩʻƟࢍ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣࡩ ŒɠɠȋˈǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Œ ɻƟʉ
ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ Œȋȋ ʉǞȴɻƟ ɠȴǩȣʉɻ
ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠂ߾



ϫ̺ͩ ΁ΧͩΗϡΧΗ࢙ΉͮΗ̭̺ΗϡϫϘ˺Ϻϡϡ Ή̺ΓΓ˺

�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ ϵ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ
Π : RƊ → ßƊ′ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ɗ′ = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
Œȣƌ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿.

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ǩǇ Π ǞŒɻ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ √߾
Ɗ′ · N (߽, ࡪ(߾

ǩʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Ɗ = ߾ ʉɫǩȋȋǩȴȣࡪ ϵ = ࡪࠂ߽. Œȣƌ Ƞ = ࡪ߽߽߽߽߽߾ Ɗ′ ≈ ࡱ߽߽ࠃࠃ

ĨƟɫˈ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ࡭ ßȴʿƟɫǇʞȋ ɫƟɻʞȋʉ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ࢎȣŒǩʻƟࢍ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣࡩ ŒɠɠȋˈǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Œ ɻƟʉ
ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ Œȋȋ ʉǞȴɻƟ ɠȴǩȣʉɻ
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`ȴɫ Œȣˈ ˀ߾, . . . ˀȠࡪ Œȣƌ Π ∈ RƊ×Ɗ′ ƁǞȴɻƟȣ ʿǩʉǞ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ
Œɻ √߾

Ɗ′ · N (߽, ࡪ(߾ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿.

ࡦ Π ǩɻ ȅȣȴʿȣ Œɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ 5ŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣࡱ ðʉŒɫȅ ƁȴȣʉɫŒɻʉ ʉȴ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ß+ࡱ�
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`ȴɫ Œȣˈ ˀ߾, . . . ˀȠࡪ Œȣƌ Π ∈ RƊ×Ɗ′ ƁǞȴɻƟȣ ʿǩʉǞ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ
Œɻ √߾
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Ϙ˺Η̭ΧΓ ϑϘΧ΁̺̤ϫͮΧΗ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ +ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡩ

ࡦ �Œȣˈ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻࡩ ߾± ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ɻɠŒɫɻƟ ȝȴɻʉࢍ
ƟȣʉɫǩƟɻ ࡪࢎ߽ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌࡪ ƟʉƁࡱ =⇒ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ
ȴǇ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡱ

ࡦ 5ŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ɠɫȴɠƟɫʉˈ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ȴȣƁƟ Π ǩɻ ƁǞȴɻƟȣࡪ
˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ʞɻǩȣǊ ȋǩʉʉȋƟ ȝƟȝȴɫˈ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . ,Ƞ
ࡦ ˜ˀǦ := ΠˀǦࡱ

ࡦ �Ɵȝȴɫˈ ȣƟƟƌƟƌ ǩɻ ®(Ɗ+ Ƞ · Ɗ′) ʻɻࡱ ®(ȠƊ) ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œȋȋ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ƁŒȣ Œȋɻȴ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ɠƟɫǇȴɫȝƟƌ ǩȣ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ

ࡦ īǞƟȣ ȣƟʿ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ŒƌƌƟƌࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌࡪ
ʿǩʉǞȴʞʉ ʞɠƌŒʉǩȣǊ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࠄ߾
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�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ +ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡩ

ࡦ �Œȣˈ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻࡩ ߾± ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ɻɠŒɫɻƟ ȝȴɻʉࢍ
ƟȣʉɫǩƟɻ ࡪࢎ߽ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌࡪ ƟʉƁࡱ

=⇒ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ
ȴǇ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡱ

ࡦ 5ŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ɠɫȴɠƟɫʉˈ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ȴȣƁƟ Π ǩɻ ƁǞȴɻƟȣࡪ
˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ʞɻǩȣǊ ȋǩʉʉȋƟ ȝƟȝȴɫˈ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . ,Ƞ
ࡦ ˜ˀǦ := ΠˀǦࡱ

ࡦ �Ɵȝȴɫˈ ȣƟƟƌƟƌ ǩɻ ®(Ɗ+ Ƞ · Ɗ′) ʻɻࡱ ®(ȠƊ) ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œȋȋ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ƁŒȣ Œȋɻȴ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ɠƟɫǇȴɫȝƟƌ ǩȣ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ

ࡦ īǞƟȣ ȣƟʿ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ŒƌƌƟƌࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌࡪ
ʿǩʉǞȴʞʉ ʞɠƌŒʉǩȣǊ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ
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ƟȣʉɫǩƟɻ ࡪࢎ߽ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌࡪ ƟʉƁࡱ =⇒ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ
ȴǇ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡱ

ࡦ 5ŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ɠɫȴɠƟɫʉˈ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ȴȣƁƟ Π ǩɻ ƁǞȴɻƟȣࡪ
˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ʞɻǩȣǊ ȋǩʉʉȋƟ ȝƟȝȴɫˈ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . ,Ƞ
ࡦ ˜ˀǦ := ΠˀǦࡱ

ࡦ �Ɵȝȴɫˈ ȣƟƟƌƟƌ ǩɻ ®(Ɗ+ Ƞ · Ɗ′) ʻɻࡱ ®(ȠƊ) ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œȋȋ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ƁŒȣ Œȋɻȴ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ɠƟɫǇȴɫȝƟƌ ǩȣ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ

ࡦ īǞƟȣ ȣƟʿ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ŒƌƌƟƌࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌࡪ
ʿǩʉǞȴʞʉ ʞɠƌŒʉǩȣǊ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࠄ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ ϑϘΧ΁̺̤ϫͮΧΗ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ +ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡩ

ࡦ �Œȣˈ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻࡩ ߾± ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ɻɠŒɫɻƟ ȝȴɻʉࢍ
ƟȣʉɫǩƟɻ ࡪࢎ߽ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌࡪ ƟʉƁࡱ =⇒ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ
ȴǇ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡱ

ࡦ 5ŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ɠɫȴɠƟɫʉˈ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ȴȣƁƟ Π ǩɻ ƁǞȴɻƟȣࡪ
˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ʞɻǩȣǊ ȋǩʉʉȋƟ ȝƟȝȴɫˈ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . ,Ƞ
ࡦ ˜ˀǦ := ΠˀǦࡱ

ࡦ �Ɵȝȴɫˈ ȣƟƟƌƟƌ ǩɻ ®(Ɗ+ Ƞ · Ɗ′) ʻɻࡱ ®(ȠƊ) ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œȋȋ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ƁŒȣ Œȋɻȴ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ɠƟɫǇȴɫȝƟƌ ǩȣ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ

ࡦ īǞƟȣ ȣƟʿ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ŒƌƌƟƌࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌࡪ
ʿǩʉǞȴʞʉ ʞɠƌŒʉǩȣǊ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࠄ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ ϑϘΧ΁̺̤ϫͮΧΗ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ +ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡩ

ࡦ �Œȣˈ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻࡩ ߾± ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ɻɠŒɫɻƟ ȝȴɻʉࢍ
ƟȣʉɫǩƟɻ ࡪࢎ߽ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌࡪ ƟʉƁࡱ =⇒ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ
ȴǇ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡱ

ࡦ 5ŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ɠɫȴɠƟɫʉˈ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ȴȣƁƟ Π ǩɻ ƁǞȴɻƟȣࡪ
˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ʞɻǩȣǊ ȋǩʉʉȋƟ ȝƟȝȴɫˈ
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . ,Ƞ
ࡦ ˜ˀǦ := ΠˀǦࡱ

ࡦ �Ɵȝȴɫˈ ȣƟƟƌƟƌ ǩɻ ®(Ɗ+ Ƞ · Ɗ′) ʻɻࡱ ®(ȠƊ) ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œȋȋ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ
ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ƁŒȣ Œȋɻȴ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ɠƟɫǇȴɫȝƟƌ ǩȣ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ

ࡦ īǞƟȣ ȣƟʿ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ŒƌƌƟƌࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌࡪ
ʿǩʉǞȴʞʉ ʞɠƌŒʉǩȣǊ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࠄ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ ϑϘΧ΁̺̤ϫͮΧΗ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ +ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡩ

ࡦ �Œȣˈ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻࡩ ߾± ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ɻɠŒɫɻƟ ȝȴɻʉࢍ
ƟȣʉɫǩƟɻ ࡪࢎ߽ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌࡪ ƟʉƁࡱ =⇒ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ
ȴǇ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡱ

ࡦ 5ŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ɠɫȴɠƟɫʉˈ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ȴȣƁƟ Π ǩɻ ƁǞȴɻƟȣࡪ
˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ʞɻǩȣǊ ȋǩʉʉȋƟ ȝƟȝȴɫˈ
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . ,Ƞ
ࡦ ˜ˀǦ := ΠˀǦࡱ

ࡦ �Ɵȝȴɫˈ ȣƟƟƌƟƌ ǩɻ ®(Ɗ+ Ƞ · Ɗ′) ʻɻࡱ ®(ȠƊ) ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œȋȋ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ƁŒȣ Œȋɻȴ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ɠƟɫǇȴɫȝƟƌ ǩȣ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ

ࡦ īǞƟȣ ȣƟʿ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ŒƌƌƟƌࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌࡪ
ʿǩʉǞȴʞʉ ʞɠƌŒʉǩȣǊ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࠄ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ ϑϘΧ΁̺̤ϫͮΧΗ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ +ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡩ

ࡦ �Œȣˈ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻࡩ ߾± ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ɻɠŒɫɻƟ ȝȴɻʉࢍ
ƟȣʉɫǩƟɻ ࡪࢎ߽ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌࡪ ƟʉƁࡱ =⇒ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ
ȴǇ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡱ

ࡦ 5ŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ɠɫȴɠƟɫʉˈ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ȴȣƁƟ Π ǩɻ ƁǞȴɻƟȣࡪ
˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ʞɻǩȣǊ ȋǩʉʉȋƟ ȝƟȝȴɫˈ
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . ,Ƞ
ࡦ ˜ˀǦ := ΠˀǦࡱ

ࡦ �Ɵȝȴɫˈ ȣƟƟƌƟƌ ǩɻ ®(Ɗ+ Ƞ · Ɗ′) ʻɻࡱ ®(ȠƊ) ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œȋȋ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ
ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ƁŒȣ Œȋɻȴ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ɠƟɫǇȴɫȝƟƌ ǩȣ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ

ࡦ īǞƟȣ ȣƟʿ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ŒƌƌƟƌࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌࡪ
ʿǩʉǞȴʞʉ ʞɠƌŒʉǩȣǊ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࠄ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ ϑϘΧ΁̺̤ϫͮΧΗ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ +ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡩ

ࡦ �Œȣˈ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻࡩ ߾± ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ɻɠŒɫɻƟ ȝȴɻʉࢍ
ƟȣʉɫǩƟɻ ࡪࢎ߽ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌࡪ ƟʉƁࡱ =⇒ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ
ȴǇ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡱ

ࡦ 5ŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ɠɫȴɠƟɫʉˈ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ȴȣƁƟ Π ǩɻ ƁǞȴɻƟȣࡪ
˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ʞɻǩȣǊ ȋǩʉʉȋƟ ȝƟȝȴɫˈ
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . ,Ƞ
ࡦ ˜ˀǦ := ΠˀǦࡱ

ࡦ �Ɵȝȴɫˈ ȣƟƟƌƟƌ ǩɻ ®(Ɗ+ Ƞ · Ɗ′) ʻɻࡱ ®(ȠƊ) ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œȋȋ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ
ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ƁŒȣ Œȋɻȴ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ɠƟɫǇȴɫȝƟƌ ǩȣ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ

ࡦ īǞƟȣ ȣƟʿ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ŒƌƌƟƌࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌࡪ
ʿǩʉǞȴʞʉ ʞɠƌŒʉǩȣǊ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࠄ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

˜ˀǦ = ΠˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˜ˀǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ), ˀǦ⟩ࡱ

Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

+ȴȝɠʞʉǩȣǊ Œ ȋƟȣǊʉǞ Ɗ′ ðǩȝoŒɻǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ èm߾(ˀǦ), . . . , èmƊ′(ˀǦ) ǩɻ
ǩƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦ Œȣƌ ʉǞƟȣ ʉŒȅǩȣǊ ɵǦǈȠ(˜ˀǦ)ࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

˜ˀǦ = ΠˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˜ˀǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ), ˀǦ⟩ࡱ Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

+ȴȝɠʞʉǩȣǊ Œ ȋƟȣǊʉǞ Ɗ′ ðǩȝoŒɻǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ èm߾(ˀǦ), . . . , èmƊ′(ˀǦ) ǩɻ
ǩƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦ Œȣƌ ʉǞƟȣ ʉŒȅǩȣǊ ɵǦǈȠ(˜ˀǦ)ࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

˜ˀǦ = ΠˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˜ˀǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ), ˀǦ⟩ࡱ Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

+ȴȝɠʞʉǩȣǊ Œ ȋƟȣǊʉǞ Ɗ′ ðǩȝoŒɻǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ èm߾(ˀǦ), . . . , èmƊ′(ˀǦ) ǩɻ
ǩƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦ Œȣƌ ʉǞƟȣ ʉŒȅǩȣǊ ɵǦǈȠ(˜ˀǦ)ࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

˜ˀǦ = ΠˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˜ˀǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ), ˀǦ⟩ࡱ Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

+ȴȝɠʞʉǩȣǊ Œ ȋƟȣǊʉǞ Ɗ′ ðǩȝoŒɻǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ èm߾(ˀǦ), . . . , èmƊ′(ˀǦ) ǩɻ
ǩƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦ Œȣƌ ʉǞƟȣ ʉŒȅǩȣǊ ɵǦǈȠ(˜ˀǦ)ࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

˜ˀǦ = ΠˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˜ˀǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ), ˀǦ⟩ࡱ Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

+ȴȝɠʞʉǩȣǊ Œ ȋƟȣǊʉǞ Ɗ′ ðǩȝoŒɻǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ èm߾(ˀǦ), . . . , èmƊ′(ˀǦ) ǩɻ
ǩƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦ Œȣƌ ʉǞƟȣ ʉŒȅǩȣǊ ɵǦǈȠ(˜ˀǦ)ࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

˜ˀǦ = ΠˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˜ˀǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ), ˀǦ⟩ࡱ Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

+ȴȝɠʞʉǩȣǊ Œ ȋƟȣǊʉǞ Ɗ′ ðǩȝoŒɻǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ èm߾(ˀǦ), . . . , èmƊ′(ˀǦ) ǩɻ
ǩƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦ Œȣƌ ʉǞƟȣ ʉŒȅǩȣǊ ɵǦǈȠ(˜ˀǦ)ࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

˜ˀǦ = ΠˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˜ˀǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ), ˀǦ⟩ࡱ Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

+ȴȝɠʞʉǩȣǊ Œ ȋƟȣǊʉǞ Ɗ′ ðǩȝoŒɻǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ èm߾(ˀǦ), . . . , èmƊ′(ˀǦ) ǩɻ
ǩƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦ Œȣƌ ʉǞƟȣ ʉŒȅǩȣǊ ɵǦǈȠ(˜ˀǦ)ࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

˜ˀǦ = ΠˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˜ˀǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ), ˀǦ⟩ࡱ Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

+ȴȝɠʞʉǩȣǊ Œ ȋƟȣǊʉǞ Ɗ′ ðǩȝoŒɻǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ èm߾(ˀǦ), . . . , èmƊ′(ˀǦ) ǩɻ
ǩƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦ Œȣƌ ʉǞƟȣ ʉŒȅǩȣǊ ɵǦǈȠ(˜ˀǦ)ࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

˜ˀǦ = ΠˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˜ˀǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ), ˀǦ⟩ࡱ Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

+ȴȝɠʞʉǩȣǊ Œ ȋƟȣǊʉǞ Ɗ′ ðǩȝoŒɻǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ èm߾(ˀǦ), . . . , èmƊ′(ˀǦ) ǩɻ
ǩƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦ Œȣƌ ʉǞƟȣ ʉŒȅǩȣǊ ɵǦǈȠ(˜ˀǦ)ࡱ

ࠅ߾



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή

üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉ ƁȴȣɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ
Œ ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ ȋƟȝȝŒࡩ

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ
ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ √߾

Ț · N (߽, ࡱ(߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ

ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥Πˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿

�ɠɠȋˈǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ Π ʉȴ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ ˁ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ˁࢪɻ ȣȴɫȝ
ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

+Œȣ ŷƟ ɠɫȴʻƟȣ Ǉɫȴȝ ˨ɫɻʉ ɠɫǩȣƁǩɠȋƟɻࡱ īǩȋȋ ɻƟƟ ȣƟˇʉࡱ

ࠆ߾
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üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉ ƁȴȣɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ
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5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ
ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ √߾

Ț · N (߽, ࡱ(߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ

ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥Πˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿

�ɠɠȋˈǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ Π ʉȴ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ ˁ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ˁࢪɻ ȣȴɫȝ
ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

+Œȣ ŷƟ ɠɫȴʻƟȣ Ǉɫȴȝ ˨ɫɻʉ ɠɫǩȣƁǩɠȋƟɻࡱ īǩȋȋ ɻƟƟ ȣƟˇʉࡱ

ࠆ߾
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üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉ ƁȴȣɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ
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5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ
ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ √߾

Ț · N (߽, ࡱ(߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ

ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥Πˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿

�ɠɠȋˈǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ Π ʉȴ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ ˁ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ˁࢪɻ ȣȴɫȝ
ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

+Œȣ ŷƟ ɠɫȴʻƟȣ Ǉɫȴȝ ˨ɫɻʉ ɠɫǩȣƁǩɠȋƟɻࡱ īǩȋȋ ɻƟƟ ȣƟˇʉࡱ
ࠆ߾
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5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ =⇒ �� �ƟȝȝŒࡩ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ Œ
ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ Œȣˈ ˁࡱ üǞƟ ȝŒǩȣ ��
�ƟȝȝŒ ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ðǩȣƁƟ Π ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʉǞƟɻƟ ŒɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ࡭

ßɫȴȴǇࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . ˀȠࡪ ƌƟ˨ȣƟ
(Ƞ
߿
)
ʻƟƁʉȴɫɻ ˁǦǺ ʿǞƟɫƟ ˁǦǺ = ˀǦ − ˀǺࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ˁǦǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥ˁǦǺ∥߿ ≤ ∥ΠˁǦǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁǦǺ∥߿

߽߿
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ðǩȣƁƟ Π ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʉǞƟɻƟ ŒɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ࡭

ßɫȴȴǇࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . ˀȠࡪ ƌƟ˨ȣƟ
(Ƞ
߿
)
ʻƟƁʉȴɫɻ ˁǦǺ ʿǞƟɫƟ ˁǦǺ = ˀǦ − ˀǺࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ˁǦǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥ˁǦǺ∥߿ ≤ ∥ΠˁǦǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁǦǺ∥߿

߽߿
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�ƟȝȝŒ ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ðǩȣƁƟ Π ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʉǞƟɻƟ ŒɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ࡭

ßɫȴȴǇࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . ˀȠࡪ ƌƟ˨ȣƟ
(Ƞ
߿
)
ʻƟƁʉȴɫɻ ˁǦǺ ʿǞƟɫƟ ˁǦǺ = ˀǦ − ˀǺࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ˁǦǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥ˁǦǺ∥߿ ≤ ∥ΠˁǦǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁǦǺ∥߿

߽߿
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5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ =⇒ �� �ƟȝȝŒࡩ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ Œ
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ðǩȣƁƟ Π ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʉǞƟɻƟ ŒɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ࡭

ßɫȴȴǇࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . ˀȠࡪ ƌƟ˨ȣƟ
(Ƞ
߿
)
ʻƟƁʉȴɫɻ ˁǦǺ ʿǞƟɫƟ ˁǦǺ = ˀǦ − ˀǺࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ˁǦǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥ˁǦǺ∥߿ ≤ ∥ΠˁǦǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁǦǺ∥߿

߽߿
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5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ =⇒ �� �ƟȝȝŒࡩ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ Œ
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�ƟȝȝŒ ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ðǩȣƁƟ Π ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʉǞƟɻƟ ŒɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ࡭

ßɫȴȴǇࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . ˀȠࡪ ƌƟ˨ȣƟ
(Ƞ
߿
)
ʻƟƁʉȴɫɻ ˁǦǺ ʿǞƟɫƟ ˁǦǺ = ˀǦ − ˀǺࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ˁǦǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥Π(ˀǦ − ˀǺ)∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿

߽߿
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ðǩȣƁƟ Π ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʉǞƟɻƟ ŒɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ࡭

ßɫȴȴǇࡩ cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . ˀȠࡪ ƌƟ˨ȣƟ
(Ƞ
߿
)
ʻƟƁʉȴɫɻ ˁǦǺ ʿǞƟɫƟ ˁǦǺ = ˀǦ − ˀǺࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ˁǦǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿

߽߿
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ ǩࡱǩࡱƌࡱ √߾
Ț · N (߽, (߾ ƟȣʉɫǩƟɻ Œȣƌ

Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ɠŒǩɫ ˀǦ, ˀǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿.

īǩʉǞ ʿǞŒʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŒɫƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟƌࡲ

ċȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ īǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾
(Ƞ
߿
)
· δ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ

ɠɫƟɻƟɫʻƟƌࡱ

�ɠɠȋˈ ʉǞƟ ƁȋŒǩȝ ʿǩʉǞ δ′ = δ/
(Ƞ
߿
)
ࡱ =⇒ Ǉȴɫ Ț = ®

(
ȋȴǊ ′δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ

ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ɠɫƟɻƟɫʻƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡱ

Ț = ®
( ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)

= ®
(
ȋȴǊ(

(Ƞ
߿
)
/δ)

ϵ߿

)
= ®

( ȋȴǊ(Ƞ߿/δ)
ϵ߿

)
= ®

( ȋȴǊ(Ƞ/δ)
ϵ߿

)

ðƟʉʉǩȣǊ δ ʉȴ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ˈǩƟȋƌɻ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒࡱ

߾߿
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ ǩࡱǩࡱƌࡱ √߾
Ț · N (߽, (߾ ƟȣʉɫǩƟɻ Œȣƌ

Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = ΠˀǦࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ɠŒǩɫ ˀǦ, ˀǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˀǦ − ˀǺ∥߿.

īǩʉǞ ʿǞŒʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŒɫƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟƌࡲ
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(Ƞ
߿
)
· δ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ

ɠɫƟɻƟɫʻƟƌࡱ

�ɠɠȋˈ ʉǞƟ ƁȋŒǩȝ ʿǩʉǞ δ′ = δ/
(Ƞ
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īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ˒(Ǻ)ࡲ �ȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣ࡭

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣ࢙
ƌƟȣʉ Œ ∼ N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

üǞʞɻࡪ ˒(Ǻ) ∼ √߾
ȚN (߽, ∥ˁ∥߿߿).

ßȰʂŒʂǦȰȠŒȈ ǦȠʴŒɥǦŒȠƀƝ Ȱǅ ʂǛƝ
aŒʗɵɵǦŒȠ ƊǦɵʂɥǦŶʗʂǦȰȠࡰ

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ŒȣȴʉǞƟɫ ƟˇɠȋŒȣŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ ʉǞƟ ƁƟȣʉɫŒȋ ȋǩȝǩʉ ʉǞƟȴɫƟȝࡱ

ࠀ߿



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Πˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ), ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) = √߾
Ț

Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ˁǦ ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ˁǦ ∼ N (߽, ˁ߿Ǧ ).

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ˒(Ǻ)ࡲ �ȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣ࡭

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣ࢙
ƌƟȣʉ Œ ∼ N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

üǞʞɻࡪ ˒(Ǻ) ∼ √߾
ȚN (߽, ∥ˁ∥߿߿). ßȰʂŒʂǦȰȠŒȈ ǦȠʴŒɥǦŒȠƀƝ Ȱǅ ʂǛƝ

aŒʗɵɵǦŒȠ ƊǦɵʂɥǦŶʗʂǦȰȠࡰ

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ŒȣȴʉǞƟɫ ƟˇɠȋŒȣŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ ʉǞƟ ƁƟȣʉɫŒȋ ȋǩȝǩʉ ʉǞƟȴɫƟȝࡱ

ࠀ߿



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Πˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ), ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) = √߾
Ț

Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ˁǦ ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ˁǦ ∼ N (߽, ˁ߿Ǧ ).

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ˒(Ǻ)ࡲ �ȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣ࡭

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣ࢙
ƌƟȣʉ Œ ∼ N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

üǞʞɻࡪ ˒(Ǻ) ∼ √߾
ȚN (߽, ∥ˁ∥߿߿). ßȰʂŒʂǦȰȠŒȈ ǦȠʴŒɥǦŒȠƀƝ Ȱǅ ʂǛƝ

aŒʗɵɵǦŒȠ ƊǦɵʂɥǦŶʗʂǦȰȠࡰ

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ŒȣȴʉǞƟɫ ƟˇɠȋŒȣŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ ʉǞƟ ƁƟȣʉɫŒȋ ȋǩȝǩʉ ʉǞƟȴɫƟȝࡱ
ࠀ߿



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Πˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ √߾
Ț
N (߽, ∥ˁ∥߿߿).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ

E[∥˒∥߿߿] = E[
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ∥ˁ∥߿߿

= ∥ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

ࠁ߿



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Πˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ √߾
Ț
N (߽, ∥ˁ∥߿߿).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ

E[∥˒∥߿߿] = E[
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ∥ˁ∥߿߿

= ∥ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

ࠁ߿
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ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Πˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ √߾
Ț
N (߽, ∥ˁ∥߿߿).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ

E[∥˒∥߿߿] = E[
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ∥ˁ∥߿߿

= ∥ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

ࠁ߿
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ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Πˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ √߾
Ț
N (߽, ∥ˁ∥߿߿).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ

E[∥˒∥߿߿] = E[
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿] =

Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ∥ˁ∥߿߿

= ∥ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

ࠁ߿



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Πˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ √߾
Ț
N (߽, ∥ˁ∥߿߿).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ

E[∥˒∥߿߿] = E[
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿] =

Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ∥ˁ∥߿߿

= ∥ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

ࠁ߿



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Πˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ √߾
Ț
N (߽, ∥ˁ∥߿߿).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ

E[∥˒∥߿߿] = E[
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿] =

Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ∥ˁ∥߿߿

= ∥ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

ࠁ߿



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Πˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ √߾
Ț
N (߽, ∥ˁ∥߿߿).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ

E[∥˒∥߿߿] = E[
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿] =

Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ∥ˁ∥߿߿ = ∥ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

ࠁ߿
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ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Πˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ √߾
Ț
N (߽, ∥ˁ∥߿߿).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ

E[∥˒∥߿߿] = E[
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿] =

Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ∥ˁ∥߿߿ = ∥ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

ࠁ߿



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Πˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ √߾
Ț
N (߽, ∥ˁ∥߿߿).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ

E[∥˒∥߿߿] = E[
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿] =

Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ∥ˁ∥߿߿ = ∥ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ
ࠁ߿
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ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Πˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ √߾
Ț
N (߽, ∥ˁ∥߿߿) Œȣƌ E[∥˒∥߿߿] = ∥ˁ∥߿߿

߿߿∥˒∥ =
∑Ț

Ǧ=߾ ˒(Ǻ)߿ Œ +Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ
ǇɫƟƟƌȴȝ Œࢍ ɻʞȝ ȴǇ Ț ɻɧʞŒɫƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ cŒʞɻɻǩŒȣɻࢎ

�ƟȝȝŒࡩ ðɧʞŒɫƟƌ࢙Ǟǩ+ࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࢎ �ƟʉʉǩȣǊ Ŀ ŷƟ Œ +Ǟǩ࢙
ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ ǇɫƟƟƌȴȝࡪ

ßɫ [|Ŀ− EĿ| ≥ ϵEĿ] ≤ .ࠅ/߿Ɲ−Țϵ߿

xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ ®(Ɲ− ȋȴǊ(߾/δ)) ≥ −߾ δࡩ

−߾) ϵ)∥ˁ∥߿߿ ≤ ߿߿∥˒∥ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿߿.

cǩʻƟɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ Œȣƌ ʉǞʞɻ ʉǞƟ ƁȋŒɻɻǩƁ �� �ƟȝȝŒࡱ
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